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３章 重積分 

 

 

§1 2 重積分（p.64～p.77） 

問１ 

𝑥

3
+

𝑦

4
+

𝑧

2
= 1 より,   𝑧 = −

2

3
𝑥 −

1

2
𝑦 + 2 

また, 領域𝐷を 

𝑫 = {(𝒙,   𝒚)|𝟎 ≦ 𝒙 ≦ 𝟏,   𝟎 ≦ 𝒚 ≦ 𝟐}とすれば 

𝑽 = ∬ (𝟐 −
𝟐

𝟑
𝒙 −

𝟏

𝟐
𝒚) 𝒅𝒙𝒅𝒚

 

𝑫

 

 

問２ 

与式 = ∫ {∫ (𝑥2 − 𝑥𝑦)𝑑𝑥
2

1

} 𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ [
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑦𝑥2]

1

21

0

𝑑𝑦 

= ∫ {(
8

3
− 2𝑦) − (

1

3
−

1

2
𝑦)} 𝑑𝑦

1

0

 

= ∫ (
7

3
−

3

2
𝑦) 𝑑𝑦

1

0

 

= [
7

3
𝑦 −

3

4
𝑦2]

0

1

 

=
7

3
−

3

4
=

28 − 9

12
=

𝟏𝟗

𝟏𝟐
 

 

問３ 

（１）与式 = ∫ {∫ (2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
2

0

} 𝑑𝑥
1

0

 

= ∫ [2𝑥𝑦 +
1

2
𝑦2]

0

2

𝑑𝑥
1

0

 

= ∫ (4𝑥 + 2)𝑑𝑥
1

0

 

= [

~
2𝑥2 + 2𝑥

 
]

0

1

 

= 2 + 2 = 𝟒 

 

（２）与式 = ∫ {∫ 𝑥𝑦2𝑑𝑦
1

−2

}
3

−1

𝑑𝑥 

= ∫ [
1

3
𝑥𝑦3]

−2

1

𝑑𝑥
3

−1

 

= ∫ (
1

3
𝑥 +

8

3
𝑥) 𝑑𝑥

3

−1

 

= ∫ (3𝑥)𝑑𝑥
3

−1

 

= [
3

2
𝑥2]

−1

3

 

= (
27

2
−

3

2
) 

=
24

2
= 𝟏𝟐 

 

（３）与式 = ∫ {∫ sin(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦

𝜋
2

0

} 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

= ∫ [

~
− cos(𝑥 + 𝑦)

 
]

0

𝜋
2

𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

= ∫ {− cos (𝑥 +
𝜋

2
) + cos 𝑥}

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

= ∫ {−(− sin 𝑥) + cos 𝑥}𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

= ∫ (sin 𝑥 + cos 𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

= [

~
− cos 𝑥 + sin 𝑥

 
]

0

𝜋
2

 

= − cos
𝜋

2
+ sin

𝜋

2
− (− cos 0 + sin 0) 

= 0 + 1 + 1 − 0 = 𝟐 

 

（４）与式 = ∫ {∫ 𝑥𝑒𝑥𝑦𝑑𝑦
1

0

} 𝑑𝑥
1

0

 

= ∫ [𝑥𝑒𝑥𝑦 ∙
1

𝑥
]

0

1

𝑑𝑥
1

0

 

= ∫ (𝑒𝑥 − 𝑒0)𝑑𝑥
1

0

 

= ∫ (𝑒𝑥 − 1)𝑑𝑥
1

0

 

= [

~
𝑒𝑥 − 𝑥

 
]

0

1

 

= 𝑒1 − 1 − (𝑒0 − 0) 

= 𝑒 − 1 − 1 = 𝒆 − 𝟐 

 

 



問４ 

（１）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

よって 

与式 = ∫ {∫ 𝑥𝑑𝑦
𝑥

0

} 𝑑𝑥
2

1

 

= ∫ [

~
𝑥𝑦

 
]

0

𝑥

𝑑𝑥
2

1

 

= ∫ 𝑥2𝑑𝑥
2

1

 

= [
1

3
𝑥3]

1

2

 

=
8

3
−

1

3
=

𝟕

𝟑
 

（２）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

よって 

与式 = ∫ {∫ (𝑥 − 2𝑦)𝑑𝑦

1
𝑥

0

} 𝑑𝑥
2

1
2

 

= ∫ [

~
𝑥𝑦 − 𝑦2

 
]

0

1
𝑥

𝑑𝑥
2

1
2

 

= ∫ (1 −
1

𝑥2
)

2

1
2

𝑑𝑥 

= [𝑥 +
1

𝑥
]

1
2

2

 

= 2 +
1

2
− (

1

2
+

1

1
2

) 

= 2 +
1

2
−

1

2
− 2 = 𝟎 

 

（３）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

よって 

与式 = ∫ {∫ 𝑦√𝑥𝑑𝑥
4

𝑦2
} 𝑑𝑦

2

1

 

= ∫ [𝑦 ∙
2

3
𝑥

3
2]

𝑦2

4

𝑑𝑦
2

1

 

= ∫ [
2

3
𝑦𝑥√𝑥]

𝑦2

4

𝑑𝑦
2

1

 

= ∫ (
2

3
𝑦 ∙ 4√4 −

2

3
𝑦 ∙ 𝑦2√𝑦2)

2

1

𝑑𝑦 

=
2

3
∫ (8𝑦 − 𝑦4)𝑑𝑦

2

1

 

=
2

3
[4𝑦2 −

1

5
𝑦5]

1

2

 

=
2

3
{4 ∙ 22 −

1

5
∙ 25 − (4 ∙ 12 −

1

5
∙ 15)} 

=
2

3
(16 −

32

5
− 4 +

1

5
) 

=
2

3
∙

29

5
=

𝟓𝟖

𝟏𝟓
 

（４）領域を図示すると 

 

 

 

 

 

よって 

与式 = ∫ {∫ 2𝑥𝑑𝑥
𝑒𝑦

0

} 𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ [

~
𝑥2

 
]

0

𝑒𝑦

𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ {(𝑒𝑦)2 − 0}𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ 𝑒2𝑦𝑑𝑦
1

0

 

= [
1

2
𝑒2𝑦]

0

1

 



=
1

2
𝑒2 −

1

2
𝑒0 

=
𝟏

𝟐
(𝒆𝟐 − 𝟏) 

 

問５ 

（１）𝑥 + 𝑦 ≦ 1より, 𝑦 ≦ 1 − 𝑥であるから, 領域𝐷は 

次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑥 ≦ 1, 0 ≦ 𝑦 ≦ 1 − 𝑥 

したがって 

与式 = ∫ {∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
1−𝑥

0

} 𝑑𝑥
1

0

 

= ∫ [𝑥𝑦 +
1

2
𝑦2]

0

1−𝑥

𝑑𝑥
1

0

 

= ∫ {𝑥(1 − 𝑥) +
1

2
(1 − 𝑥)2} 𝑑𝑥

1

0

 

= ∫ {𝑥 − 𝑥2 +
1

2
− 𝑥 +

1

2
𝑥2} 𝑑𝑥

1

0

 

= ∫ (−
1

2
𝑥2 +

1

2
) 𝑑𝑥

1

0

 

=
1

2
∫ (−𝑥2 + 1)𝑑𝑥

1

0

 

=
1

2
[−

1

3

~
𝑥3 + 𝑥

 
]

0

1

 

=
1

2
(−

1

3
+ 1) =

𝟏

𝟑
 

【別解】 

𝑥 + 𝑦 ≦ 1より, 𝑥 ≦ 1 − 𝑦であるから, 領域𝐷は 

次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑦 ≦ 1, 0 ≦ 𝑥 ≦ 1 − 𝑦 

したがって 

与式 = ∫ {∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥
1−𝑦

0

} 𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ [
1

2
𝑥2 + 𝑦𝑥]

0

1−𝑦

𝑑𝑦
1

0

 

= ∫ {
1

2
(1 − 𝑦)2 + 𝑦(1 − 𝑦)} 𝑑𝑦

1

0

 

= ∫ {
1

2
− 𝑦 +

1

2
𝑦2 + 𝑦 − 𝑦2} 𝑑𝑦

1

0

 

= ∫ (
1

2
−

1

2
𝑦2) 𝑑𝑦

1

0

 

=
1

2
∫ (1 − 𝑦2)𝑑𝑦

1

0

 

=
1

2
[𝑦 −

1

3

~
𝑦3

 
]

0

1

 

=
1

2
(1 −

1

3
+) =

𝟏

𝟑
 

 

（２）𝑥2 + 𝑦2 ≦ 4より, 𝑦2 ≦ 4 − 𝑥2, 

すなわち, −√4 − 𝑥2 ≦ 𝑦 ≦ √4 − 𝑥2であるから, 

領域𝐷は次の不等式で表すことができる. 

−2 ≦ 𝑥 ≦ 2, 0 ≦ 𝑦 ≦ √4 − 𝑥2 

したがって 

与式 = ∫ {∫ 𝑦𝑑𝑦
√4−𝑥2

0

} 𝑑𝑥
2

−2

 

= ∫ [
1

2
𝑦2]

0

√4−𝑥2

𝑑𝑥
2

−2

 

= ∫ {
1

2
(√4 − 𝑥2)

2

}
2

−2

𝑑𝑥 

=
1

2
∫ (4 − 𝑥2)𝑑𝑥

2

−2

 

=
1

2
∙ 2 ∫ (4 − 𝑥2)𝑑𝑥

2

0

 ※被積分関数が偶関数 

= [4𝑥 −
1

3
𝑥3]

0

2

 

= 8 −
8

3
=

𝟏𝟔

𝟑
 

【別解】 

𝑥2 + 𝑦2 ≦ 4より, 𝑥2 ≦ 4 − 𝑦2, 

すなわち, −√4 − 𝑦2 ≦ 𝑥 ≦ √4 − 𝑦2であるから, 

領域𝐷は次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑦 ≦ 2, −√4 − 𝑦2 ≦ 𝑥 ≦ √4 − 𝑦2 

したがって 

与式 = ∫ {∫ 𝑦𝑑𝑥
√4−𝑦2

−√4−𝑦2
} 𝑑𝑦

2

0

 

= ∫ [

~
𝑦𝑥

 
]

0

√4−𝑦2

𝑑𝑦
2

0

 

= ∫ {𝑦√4 − 𝑦2 − 𝑦 (−√4 − 𝑦2)}
2

0

𝑑𝑦 

= ∫ 2𝑦
2

0

√4 − 𝑦2𝑑𝑦 

4 − 𝑦2 = 𝑡とおくと, −2𝑦𝑑𝑦 = 𝑑𝑡より, 2𝑦𝑑𝑦 = −𝑑𝑡 

また, 𝑦と𝑡の対応は 

𝑦 0 → 2 

𝑡 4 → 0 

よって 



与式 = ∫ √𝑡(−𝑑𝑡)
0

4

 

= − ∫ √𝑡𝑑𝑡
0

4

 

= ∫ √𝑡𝑑𝑡
4

0

 

= [
2

3
𝑡√𝑡]

0

4

 

=
2

3
∙ 4√4 =

𝟏𝟔

𝟑
 

 

問６ 

（１）𝑥 = 2𝑦より,   𝑦 =
𝑥

2
であるから,  

領域は次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑥 ≦ 2,   
𝑥

2
≦ 𝑦 ≦ 1 

したがって 

与式 = ∫ {∫ 𝒇(𝒙,   𝒚)𝒅𝒚
𝟏

𝒙
𝟐

} 𝒅𝒙
𝟐

𝟎

 

（２）𝑦 = 2 −
1

2
𝑥より,   𝑥 = 4 − 2𝑦であるから,  

領域は次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑥 ≦ 4 − 2𝑦,   1 ≦ 𝑦 ≦ 2 

したがって 

与式 = ∫ {∫ 𝒇(𝒙,   𝒚)𝒅𝒙
𝟒−𝟐𝒚

𝟎

} 𝒅𝒚
𝟐

𝟏

 

 

問７ 

0 ≦ 𝑦 ≦ 1, 𝑦 ≦ 𝑥 ≦ 1であるから, 領域は図のように 

なる. 

 

 

 

 

 

 

 

この領域は, 0 ≦ 𝑥 ≦ 1, 0 ≦ 𝑦 ≦ 𝑥と表せるので 

与式 = ∫ {∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑦

𝑥

0

} 𝑑𝑥
1

0

 

= ∫ [𝑒−𝑥2
𝑦]

0

𝑥
𝑑𝑥

1

0

 

= ∫ 𝑥𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 

−𝑥2 = 𝑡とおくと,   − 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡より,   𝑥𝑑𝑥 = −
1

2
𝑑𝑡 

また, 𝑥と𝑡の対応は 

𝑥 0 → 1 

𝑡 0 → −1 

よって 

与式 = ∫ 𝑒𝑡 (−
1

2
𝑑𝑡)

−1

0

 

= −
1

2
∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡

−1

0

 

=
1

2
∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡

0

−1

 

=
1

2
[

~
𝑒𝑡

 
]

−1

0

 

=
1

2
(𝑒0 − 𝑒−1) =

𝟏

𝟐
(𝟏 −

𝟏

𝒆
) 

 

問８ 

求める体積を𝑉とする. 𝑥 + 𝑦 = 2より, 𝑦 = 2 − 𝑥 

であるから, 領域は次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑥 ≦ 2, 0 ≦ 𝑦 ≦ 2 − 𝑥 

この領域内で𝑧 = 4 − 𝑥2 ≧ 0なので 

𝑉 = ∫ {∫ (4 − 𝑥2)𝑑𝑦
2−𝑥

0

} 𝑑𝑥
2

0

 

= ∫ (4 − 𝑥2) [

~
𝑦
 

]
0

2−𝑥

𝑑𝑥
2

0

 

= ∫ (4 − 𝑥2)(2 − 𝑥)𝑑𝑥
2

0

 

= ∫ (𝑥3 − 2𝑥2 − 4𝑥 + 8)𝑑𝑥
2

0

 

= [
1

4
𝑥4 −

2

3
𝑥3 − 2𝑥2 + 8𝑥]

0

2

 

= 4 −
16

3
− 8 + 16 

=
12 − 16 + 24

3
=

𝟐𝟎

𝟑
 

 

問９ 

（１）領域𝐷を, 𝑥2 + 𝑦2 ≦ 𝑎2, 𝑥 ≧ 0, 𝑦 ≧ 0とすると, 

この領域は次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑥 ≦ 𝑎, 0 ≦ 𝑦 ≦ √𝑎2 − 𝑥2 



この領域内で, 𝑧 = 𝑦 ≧ 0であるから,  

求める体積を𝑉とすると 

𝑉 = 2 ∬ 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

 

= 2 ∫ {∫ 𝑦𝑑𝑦
√𝑎2−𝑥2

0

} 𝑑𝑥
𝑎

0

 

= 2 ∫ [
1

2
𝑦2]

0

√𝑎2−𝑥2

𝑑𝑥
𝑎

0

 

= ∫ (√𝑎2 − 𝑥2)
2

𝑑𝑥
𝑎

0

 

= ∫ (𝑎2 − 𝑥2)𝑑𝑥
𝑎

0

 

= [𝑎2𝑥 −
1

3
𝑥3]

0

𝑎

 

= 𝑎3 −
1

3
𝑎3 =

𝟐

𝟑
𝒂𝟑 

（２）領域𝐷を, 𝑥2 + 𝑦2 ≦ 𝑎2, 𝑥 ≧ 0, 𝑦 ≧ 0とすると, 

この領域は次の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑥 ≦ 𝑎, 0 ≦ 𝑦 ≦ √𝑎2 − 𝑥2 

この領域内で, 𝑧 = √𝑎2 − 𝑥2 ≧ 0であるから, 

求める体積を𝑉とすると 

𝑉 = 4 ∬ √𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

 

= 4 ∫ {∫ √𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑦
√𝑎2−𝑥2

0

} 𝑑𝑥
𝑎

0

 

= 4 ∫ {√𝑎2 − 𝑥2 ∫ 𝑑𝑦
√𝑎2−𝑥2

0

} 𝑑𝑥
𝑎

0

 

= 4 ∫ √𝑎2 − 𝑥2 [

~
𝑦
 

]
0

√𝑎2−𝑥2
𝑎

0

𝑑𝑥 

= 4 ∫ √𝑎2 − 𝑥2
𝑎

0

√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 

= 4 ∫ (𝑎2 − 𝑥2)𝑑𝑥
𝑎

0

 

= 4 [𝑎2𝑥 −
1

3
𝑥3]

0

𝑎

 

= 4 (𝑎3 −
1

3
𝑎3) 

= 4 ∙
2

3
𝑎2 =

𝟖

𝟑
𝒂𝟑 

 

 

 

 


